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Une ge´ne´ralisation du the´ore`me de
Kobayashi-Ochiai
Fre´de´ric Campana et Mihai Pa˘un
0. Introduction
SoitX une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte X , de dimension n, munie d’une me´trique
ω, et une application non de´ge´ne´re´e ϕ : Cn 7→ X .
Dans cet article, nous e´tablissons des relations entre la croissance de ϕ (mesu-
re´e par le degre´ moyen ou la fonction caracte´ristique) et la positivite´ du fibre´
canonique KX (mesure´e par sa pseudo-effectivite´, et sa dimension nume´rique). Le
principe ge´ne´ral e´tant que la croissance de ϕ augmente avec la positivite´ de KX .
Afin d’introduire notre premier re´sultat, on rappelle la notion de degre´ moyen
(voir par exemple le travail de K. Kodaira [9]) si ϕ : ∆r → X est une application
holomorphe, son de´gre´ moyen est par de´finition
deg(ϕ|∆r) :=
∫
∆r
ϕ∗ωn/
∫
X
ωn.
Dans ce contexte, on a le the´ore`me suivant (essentiellement optimal, par l’exemple
des tores complexes):
The´ore`me 1. Soit (X,ω) une varie´te´ complexe compacte de dimension n. S’il
existe une application holomorphe ϕ : Cn → X non de´ge´ne´re´e, et telle que
(1) lim
r 7→∞
1/r2n deg(ϕ|∆r) = 0,
alors le fibre´ canonique de X n’est pas pseudo-effectif.
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Il convient de rappeller ici que sous les meˆmes hypothe`ses, Kodaira montre dans
[9] que le tous les plurigenres de X sont nuls; le the´ore`me 1 peut eˆtre vu comme
une ame´lioration de son re´sultat.
En particulier, si la varie´te´ X est projective, cette ame´lioration, combine´e avec le
the´ore`me principal de [3] re´solvent la conjecture d’unire´glage dans cette situation:
Corollaire. Soit X une varie´te´ projective n-dimensionelle, et ϕ : Cn → X une
application holomorphe non de´ge´ne´re´e, et qui ve´rifie la condition (1). Alors X est
unire´gle´e.
On remarque que, de`s que dim(X) ≥ 2, il existe des exemples de varie´te´s X et
d’applications holomorphes ϕ : Cn → X non-de´ge´ne´re´es de volume fini ((Fatou-
Bieberbach) dont l’image a un comple´mentaire contenant un ouvert non-vide.
La de´monstration du the´ore`me 1 ne fournit aucun rapport entre les courbes
rationnelles (produites par la the´orie de Mori) et les images des droites complexes
par l’application ϕ. Intuitivement, on s’attend a` ce que “beaucoup” parmi les
images de droites par ϕ se compactifient, mais ceci est faux en ge´ne´ral: voir un
contre-exemple a` la fin du chapitre 1, dans lequel aucune courbe alge´brique de Cn
n’a une image alge´brique par ϕ). Nous remercions TC Dinh et N. Sibony pour
nous avoir indique´ la re´fe´rence [12], dans laquelle on trouve une re´ponse positive
a` la question sur les domaines de Fatou-Bieberbach que nous nous posions.
Dans la the´orie de Nevanlinna e´quidimensionelle, developpe´e entre autres par
Griffiths, King, Stoll..., on de´finit la fonction caracte´ristique Tω(ϕ, .) d’une appli-
cation holomorphe (substitut du degre´ dans le cadre compact) par l’e´galite´:
Tω(ϕ, r) :=
∫ r
0
dt
t2n−1
∫
|z|<t
ϕ∗ω ∧ ωn−1euc ,
ou` ω est une me´trique hermitienne sur X , et ωeuc := i∂∂|z|
2 est la me´trique
canonique sur Cn (voir par exemple [7] pour une interpre´tation de cette quantite´,
et certaines de ses proprie´te´s).
Conside´rons les donne´es suivantes: X est une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte de
fibre´ canonique KX est pseudo-effectif, et ϕ : C
n → X est une application holo-
morphe non-de´ge´ne´re´e. Le re´sultat suivant montre que la fonction caracte´ristique
de ϕ croit d’autant plus vite que la dimension nume´rique de KX est grande.
The´ore`me 2. Soit (X,ω) une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte, de dimension n,
de fibre´ canonique KX pseudo-effectif. Conside´rons une application holomorphe
ϕ : Cn 7→ X non de´ge´ne´re´e. Alors il existe une constante positive C > 0 telle que
T (ϕ, r)1−ν/n ≥ Cr2,
pour tout r > 0, ou` ν = ν(KX) est la dimension nume´rique de KX .
Le the´ore`me pre´ce´dent ge´ne´ralise ainsi le re´sultat classique suivant, duˆ a` Kodaira,
Griffiths, Kobayashi–Ochiai.
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The´ore`me ([9], [7], [8]) Soit X une varie´te´ de dimension n, de type ge´ne´ral. Alors
pour toute application ϕ : Cn 7→ X, on a: ϕ∗(ωn) = 0, et ϕ est donc de´ge´ne´re´e.
Si le fibre´ canonique KX est seulement situe´ sur le bord du coˆne big, il semble
beaucoup plus de´licat d’analyser les conse´quences du fait que la pseudo-forme
volume de Kobayashi de X soit de´ge´ne´re´e (e´videmment, on ne peut pas espe´rer
un e´nonce´ analogue au the´ore`me pre´cedent, comme le montre le cas des tores).
Ne´anmoins, on voudrait proposer le proble`me suivant.
Conjecture 1. Soit (X,ω) une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte telle que KX est
pseudo-effectif. Supposons que X est reveˆtue par Cn.
Alors la dimension nume´rique de KX est zero.(Lorsque X est projective, la
condition de pseudo-effectivite´ est superflue, puisque KX est nef).
Cette conjecture ge´ne´ralise Kobayashi-Ochiai et implique une ce´le`bre conjec-
ture d’Iitaka, par des arguments standard.
Pour les courbes entie`res ϕ : C 7→ X , on dispose du lemme de “reparame´-
trisation” de Brody: e´tant donne´e ϕ, non-constante, il existe une application ϕ̂ :
C 7→ X , telle que supC |ϕ̂
′(t)| = 1. Le proce´de´ de Brody ne donne que des re´sultats
partiels en plusieurs variables: si ϕ : Cm 7→ X est une application holomorphe,
alors il existe une suite ϕk : ∆k 7→ X (ici, ∆k de´signe le polydisque de rayon e´gal
a` k) telle que ϕ∗kω
m ≤
dλ∏
j(1− |tj/k|
2)2
, avec e´galite´ a` l’origine. On peut montrer
que si, de plus, les images des applications ϕk ne s’applatissent pas lorsque k 7→ ∞,
alors la dimension nume´rique de KX vaut ze´ro (la preuve de cette affirmation est
tre`s voisine de celle qui sera donne´e pour le the´ore`me 2, donc on la laisse au soin
du lecteur).
Le dernier paragraphe de cet article concerne les applications quasi-conformes.
Par analogie avec la pseudo-forme volume de Kobayashi, on introduit au troisie`me
chapitre la notion de pseudo-forme volume quasi-conforme. Comme conse´quence
du the´ore`me 2 on obtient:
Corollaire. Soit X une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte, telle que KX soit nef. Si
la pseudo-forme volume quasi-conforme est non-de´ge´ne´re´e, alors ν(KX) ≥ 1.
Ce corollaire nous a e´te´ suggere´ par Y.-T. Siu, que nous remercions vivement.
Dans le meˆme esprit, une application ϕ : Cn 7→ X est dite quasi-conforme en
moyenne s’il existe une constante positive δ telle que∫ r
0
dt
t2n−1
∫
B(t)
|J(ϕ)|2/nω dλ ≥ δTω(ϕ, r)
pour tout r ≫ 0; on note J(ϕ) le jacobien de l’application ϕ. Pour une telle
application, nous allons montrer le the´ore`me suivant:
The´ore`me 3. Soit (X,ω) une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte de dimension n, telle
que KX est pseudo-effectif. S’il existe une application holomorphe ϕ : C
n 7→ X,
quasi-conforme en moyenne, alors ν(KX) = 0.
3
On remarquera que les the´ore`mes 2 et 3 etablissent des cas particuliers de la
conjecture propose´e ci-dessus.
1. Applications de degre´ moyen a` croissance lente
Conside´rons une application holomorphe ϕ : ∆r → X , ou` X est une varie´te´
complexe compacte de dimension n, et ∆r de´signe le polydisque de rayon r dans
Cn. On munit X d’une me´trique hermitienne ω; la quantite´:
deg(ϕ|∆r) :=
∫
∆r
ϕ∗ωn/
∫
X
ωn
peut eˆtre interpre´te´e comme le degre´ moyen de ϕ sur ce polydisque.
Dans ce contexte, notre re´sultat est le suivant:
The´ore`me 1. Soit (X,ω) une varie´te´ complexe compacte de dimension n. S’il
existe une application holomorphe ϕ : Cn → X non de´ge´ne´re´e, et telle que:
(1) lim
r 7→∞
1/r2n deg(ϕ|∆r) = 0,
alors le fibre´ canonique de X n’est pas pseudo-effectif.
Remarquons que le produit d’un tore de dimension n − 1 par P1 montre que
l’exposant 2n est optimal comme entier pair.
Comme on l’a de´ja` rappele´ dans l’introduction , Kodaira montre dans [6] que
sous les hypothe`ses du the´ore`me 1, on a H0(X,KmX ) = 0, pour tout m ≥ 1.
Maintenant si L est un fibre´ en droites sur X , tel que pour un certain m ≥ 0 on
ait H0(X,Lm) 6= 0, alors L est pseudo-effectif. Ainsi, le the´ore`me 1 peut-etre vu
comme ge´ne´ralisation du the´ore`me de Kodaira. D’autre part, bien qu’en ge´ne´ral
la pseudo-effectivite´ d’un fibre´ ne soit pas equivalente a` l’existence de sections
non-nulles pour une de ses puissances, dans le cas du fibre´ canonique cela devrait
eˆtre vrai, d’apre`s la conjecture d’abondance.
Preuve. Supposons que KX soit pseudo-effectif; alors il existe une fonction f ∈
L1(X), semi-continue supe´rieurement, telle que:
(2) Θh(KX) + i∂∂f ≥ 0
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au sens des courants sur la varie´te´ X , ou` h est la me´trique duale de det(ω) sur le
fibre´ canonique (voir [3], par exemple).
Prenons l’image inverse de (2) sur Cn via l’application ϕ; on a
(3) i∂∂(log(||Jω(ϕ)||
2ef◦ϕ)) ≥ 0
et alors la fonction τ : Cn → R+ de´finie par τ(z) := ||J(ϕ, z)||
2
ωe
f◦ϕ(z) sera psh
sur Cn. On rappelle maintenant la proprie´te´ de convexite´ suivante des fonctions
psh (voir [11], par exemple).
Lemme. La fonction
Mτ (t1, ..., tn) :=
∫
[0,2pi]n
τ(t1e
iθ1 , ..., tne
iθn)dθ
est croissante en chaque variable, et convexe en log(tj).
Graˆce a ce lemme, on a la suite d’ine´galite´s∫
∆r
τ(z)dλ(z) =
∫
[0,r]n
t1...tnMτ (t1, ..., tn)dt1...dtn ≥
≥
∫
[r0,r]n
t1...tnMτ (t1, ..., tn)dt1...dtn ≥
≥Mτ (r0, ..., r0)
∫
[r0,r]n
t1...tndt1...dtn =
=
(r2 − r20
2
)n
Mτ (r0, ..., r0).
Par ailleurs, la fonction f est borne´e supe´rieurement sur X , et donc∫
∆r
τ(z)dλ(z) ≤ C
∫
∆r
||Jω(ϕ)||
2
zdλ =
∫
∆r
ϕ∗ωn
La condition de croissance impose´e par hypothe`se sur le degre´ moyen de l’applica-
tion ϕ montre que Mτ (r0, ..., r0) = 0, et ceci est vrai pour tout rayon r0 > 0.
Notre hypothe`se permet e´galement de changer l’origine de Cn, quitte a` faire une
translation, donc en resume´ τ ≡ 0. Mais ceci est clairement impossible, car l’image
de l’application ϕ contient un ouvert de la varie´te´ X . La contradiction ainsi
obtenue montre que KX n’est pas pseudo-effectif, et notre the´ore`me est de´montre´.
Supposons a` pre´sent que X est une varie´te´ projective, de dimension n. D’apre`s
les re´sultats de [3], on sait que si le fibre´ canonique n’est pas pseudo-effectif, alors
X est uniregle´e. Le the´ore`me 3 admet donc le corollaire suivant.
Corollaire Soit X une varie´te´ projective de dimension n. S’il existe une applica-
tion holomorphe ϕ : Cn → X non de´ge´ne´re´e, et telle que:
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lim
r 7→∞
1/r2n deg(ϕ|∆r) = 0,
alors X est unire´gle´e.
Conjecturalement, toute compactification de Cn devrait eˆtre rationnelle. Donc
on peut voir le corollaire pre´ce´dent comme un premier pas vers cette conjecture.
Malheureusement, la fac¸on dont les courbes rationnelles apparaissent dans notre
re´sultat (i.e. via la the´orie de Mori) n’est pas du tout explicite.
Il est d’ailleurs possible qu’aucune courbe alge´brique de Cn n’ait pour image
une courbe alge´brique de X , meˆme si deg(ϕ|∆r) est uniforme´ment borne´e: soit
Ω ∼= Cn ( Cn ⊂ Pn = X un domaine de Fatou-Bieberbach obtenu comme bassin
d’attraction d’un automorphisme re´gulier (voir [12], 2.2, p. 124, et p.125 pour des
exemples) de Cn, n ≥ 3. Alors Ω ne contient aucune courbe alge´brique (par [12],
The´ore`me 2.4.4 et remarque 2.4.5 (1) , p. 136), et on est dans la situation e´voque´e
ci-dessus.
La me´thode de de´monstration du the´ore`me 1 pre´ce´dent devrait permettre d’
e´tablir la ge´ne´ralisation suivante (illustre´e par le produit X = Pn−p+1 × A, ou` A
est une varie´te´ abe´lienne de dimension p− 1):
Question: Soit X une varie´te´ projective de dimension n. S’il existe une
application holomorphe ϕ : Cn → X non de´ge´ne´re´e, et telle que:
lim
r 7→∞
1/r2p deg(ϕ|∆r) = 0,
et si f : X 7→ Y est une application me´romorphe surjective telle que dim(Y ) = p,
alors: Y est-elle unire´gle´e?
Une re´ponse affirmative a` cette question montrerait que le quotient rationnel de
X (voir [4] et [10]) est de dimension au plus (p−1). En particulier, si deg(ϕ|∆r) est
borne´, X (et donc toute compactification de Cn) serait du moins rationnellement
connexe.
2. Preuve du the´ore`me 2
2.1 On commence par rappeler la notion de dimension nume´rique d’une classe
de cohomologie pseudo-effective, telle qu’elle a e´te´ introduite par Boucksom, Tsuji
dans [1], [2], [13].
Soit {α} ∈ H1,1(X,R) une classe de cohomologie pseudo-effective (i.e., il existe
un courant positif ferme´ T ∈ {α}, voir [3] pour une pre´sentation plus comple`te
de cette notion). Pour chaque nombre re´el ε > 0, la classe de cohomologie {α +
εω} est “big”, et il existe un courant positif ferme´ Tε ∈ {α + εω}, tel que ses
singularite´s sont concentre´es le long d’un ensemble analytique Yε. On de´finit le
nombre d’intersection mobile (voir [2]) comme suit
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(αk ∧ ωn−k) := lim
ε 7→0
sup
Tε∈{α+εω}
∫
X\Yε
T kε ∧ ω
n−k.
De´finition ([2]) Soit {α} ∈ H1,1(X,R) une classe de cohomologie pseudo-effective
sur X. La dimension nume´rique de α est de´finie par
ν(α) := max{k ∈ Z/(αk ∧ ωn−k 6= 0}.
Il a e´te´ demontre´ par S.Boucksom (voir [1]) qu’une classe {α} est de dimension
nume´rique maximale si et seulement si elle contient un re´pre´sentant strictement
positif. Concernant l’autre cas extreˆme ν(α) = 0, la situation est malheureuse-
ment beaucoup moins bien comprise (cf. [1] pour quelques re´sultats dans cette
direction).
2.2 Supposons a` pre´sent qu’on ait ν := ν(KX) ≥ 1. Alors pour tout ε > 0, on
a un courant positif Tε ∈ c1(KX) + ε{ω}, dont les singularite´s sont concentre´es le
long d’un ensemble analytique Yε, tel que∫
X\Yε
T νε ∧ ω
n−ν ≥ δ0 > 0
uniforme´ment par rapport a` ε. Autrement dit, il existe une famille de modifications
µε : Xε → X telle que µ
∗
εTε = [Eε] + α˜ε, ou` Eε est un Q-diviseur effectif, (dont la
partie µε-exceptionnelle provient des singularite´s de Tε en codimension 2), et α˜ε
est une (1, 1)–forme semi-positive sur Xε, tels que∫
Xε
α˜νε ∧ µ
∗
εω
n−ν ≥ δ0 > 0.
2.3 On rappelle maintenant que si µ : X1 → X est un e´clatement de centre lisse
Y ⊂ X , alors il existe une me´trique h sur le fibre´ associe´ au diviseur exceptionnel
E telle que pour tout 0 < δ ≪ 1, la forme diffe´rentielle ω˜ε := µ
∗ω − δΘh(E) est
positive de´finie sur X1. Ainsi, pour chaque ε > 0, on construit ω˜ε une me´trique
ka¨hle´rienne sur Xε, telle que:
(i) ω˜ε − µ
∗
εω soit un multiple (ne´gatif) du diviseur exceptionnel.
(ii) en chaque point de Xε, on a ω˜ε ≥ 1/2µ
∗
εω.
(iii) le volume de (Xε, ω˜ε) soit majore´ par le volume de (X, 2
1/nω).
En effet, les conditions (i)-(iii) sont clairement satisfaites dans le cas d’un seul
e´clatement de centre lisse (quitte a` choisir le parame`tre δ ci-dessus assez petit).
Le cas ge´ne´ral est de´duit du fait qu’on peut supposer que la modification µε est
une compose´e d’e´clatements de centres lisses.
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2.4 Nous utilisons maintenant le the´ore`me de Yau [14], afin d’obtenir dans la classe
{α˜ε + εω˜ε} un re´pre´sentant dont le de´terminant est constant par rapport a` ω˜ε.
The´ore`me (Yau). Soit (X, β) une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte, de dimension
n, et soit dV un e´le´ment volume sur X, tel que
∫
X
βn =
∫
X
dV . Alors il existe
ρ ∈ C∞(X) telle que
(i) β + i∂∂ρ > 0 sur X.
(ii) (β + i∂∂ρ)n = dV .
On applique le the´ore`me pre´ce´dent pour chaque Xε, munie de la me´trique ka¨hle´-
rienne α˜ε + εω˜ε, et l’e´le´ment volume dV := C(ε)ω˜
n
ε . pour une certaine constante
ade´quate de normalisation C(ε), dont le role est de satisfaire la condition co-
homologique du the´ore`me de Yau. Ainsi on montre l’existence d’une famille de
fonctions ρε ∈ C
∞(Xε), telle que
(a) α˜ε + εω˜ε + i∂∂ρε > 0 sur Xε.
(b) (α˜ε + εω˜ε + i∂∂ρε)
n = C(ε)ω˜nε .
Nous observons maintenant que, graˆce au the´ore`me de Yau, les proprie´te´s nume´-
riques de la classe canonique se refle`tent dans ses proprie´te´s me´triques, i.e. on
obtient un minorant pour la constante C(ε) en inte´grant l’e´galite´ (b) ci-dessus.
Ainsi, on montre l’existence d’une constante C1 > 0, telle que C(ε) ≥ C1ε
n−ν ,
lorsque ε→ 0. En effet, l’e´galite´ (b) implique
C(ε) Vol(Xε, ω˜ε) =
∫
Xε
(
α˜ε + εω˜ε
)n
≥
≥Cνnε
n−ν
∫
Xε
α˜νε ∧ ω˜
n−ν
ε ≥ C
ν
n/2
n−νεn−ν
∫
Xε
α˜νε ∧ µ
∗
εω
n−ν ≥
≥C0ε
n−ν
(dans la suite des ine´galite´s pre´ce´dentes, on a utilise´ la semi-positivite´ de αε,
ainsi que la de´finition de la dimension nume´rique dans le cadre pseudo-effectif).
L’existence de C1 se de´duit du fait que le volume de (Xε, ω˜ε) est uniforme´ment
majore´.
2.5 Conside´rons le courant image directe Θε = µε,∗(α˜ε + εω˜ε + [Eε] + i∂∂ρε)
sur la varie´te´ X . C’est un courant positif ferme´ et sa classe de cohomologie est
c1(KX) + 2ε{ω}, comme on le voit imme´diatement. De plus, Θε est non-singulier
sur X\Yε et l’e´quation de Calabi-Yau (ii) qu’on re´sout sur Xε montre l’existence
d’une constante C2 > 0 telle que
(4) Θnε ≥ C2 · ε
n−ν · ωn
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en tout point de X\Yε. Pour ve´rifier la relation (4), plac¸ons-nous en un point
x0 ∈ X \ Yε. Au voisinage de x0, on obtient Θε = µε,∗(α˜ε + εω˜ε + i∂∂ρε), car le
support de [Eε] est contenu dans l’image inverse de Yε. L’e´galite´ (b) combine´e avec
la proprie´te´ (ii) de la famille de me´triques (ωε) et le minorant de C(ε) montrent
que
(5) (α˜ε + εω˜ε + i∂∂ρε)
n ≥ C1ε
n−ν/2nµ∗εω
n.
Maintenant au voisinage de x0, l’application µε est un isomorphisme, et ainsi
l’ine´galite´ (5) implique (4), avec une constante C2 := C1/2
n.
2.6 On e´crit maintenant Θε = α + 2εω + i∂∂fε, pour une certaine fonction
fε ∈ L
1(X)∩C∞(X\Yε), normalise´e de telle sorte que
∫
X
fεω
n = 0 (pour simplifier
l’e´criture, on a note´ α := Θdet(ω)(KX)). Le but de la normalisation de fε est
d’obtenir la relation d’uniformite´ suivante.
Lemme. Il existe une constante positive C3 := C3(X,α, ω) telle que
(6) max
(∫
X
|fε|dVω, sup
X
(fε)
)
≤ C3
pour tout ε > 0.
Preuve du lemme. Tout d’abord, le lemme est bien connu dans la cadre suivant:
soit β une (1, 1)-forme diffe´rentielle de classe C∞ surX , et f ∈ C∞(X) une fonction
telle que β + i∂∂f ≥ 0, et telle que
∫
X
fdVω = 0. Alors
(7) max
(∫
X
|f |dVω, sup
X
(f)
)
≤ C(X, β, ω)
(voir par exemple [5]). L’e´nonce´ ge´ne´ral est conse´quence de ce fait, et du the´ore`me
de regularisation suivant, duˆ a` Demailly:
The´ore`me (([6]).) Soit X une varie´te´ complexe compacte et soit T = α + i∂∂f
un courant positif ferme´ de type (1, 1). Alors pour chaque entier positif k, il existe
une fonction fk ∈ C
∞(X) telle que:
(1) fk → f en norme L
1 et ponctuellement sur X. Posant, de plus: Tk = α +
i∂∂fk, alors:
(2) Tk ∈ {α}, et Tk ≥ −λkω, ou` λk(x)→ ν(T, x) lorsque k →∞ (autrement dit,
en chaque point x ∈ X, la perte de positivite´ est de la taille du nombre de Lelong
ν(T, x) du courant initial T ).
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En effet, on applique a` chaque fε le the´ore`me pre´ce´dent; l’observation importante
est la suivante. Etant donne´ que la classe de cohomologie des courants Θε est
borne´e par rapport a` ε, les nombres de Lelong de Θε le sont e´galement, car ils
sont domine´s par la masse du courant, et dans le cadre ka¨hle´rien, cette quantite´
est cohomologique (ceci reste, en fait, vrai pour les courants de type (1, 1) sur
une varie´te´ complexe compacte, graˆce a` l’existence des me´triques de Gauduchon).
Donc, la perte de positivite´ pour les courants re´gularise´s est uniforme par rapport
aux parame`tres ε, k, et ainsi notre lemme est de´montre´ par le re´sultat rappele´ au
de´but de la preuve.
2.7 Revenons maintenant a` notre application ϕ : Cn → X . Si on note ∆1 le
polydisque unite´, alors Bω(x0, δ) ⊂ ϕ(∆1) pour un certain rayon δ > 0, et la
relation (1) montre l’existence d’un xε ∈ ∆1 tel que, pour tout ε > 0:
(7′) fε ◦ ϕ(xε) ≥ −C
′
3/δ
2n
Afin de ne pas trop alourdir les notations, on va supposer que xε = 0, l’origine
de Cn (les arguments presente´s par la suite montreront qu’on peut se le permettre,
car translater l’origine de Cn en xε revient a` changer r en r+1 a` la fin de la preuve,
et la conclusion de´sire´e n’est pas affecte´e par ce changement).
Sur Cn, conside´rons le jacobien J(ϕ) ∈ H0(Cn, ϕ∗K−1X ). La norme de J(ϕ) par
rapport a` la me´trique det(ω) sur K−1X est donne´e par l’e´galite´ ϕ
∗ωn = ||J(ϕ)||2ωdλ,
ou` dλ est la mesure de Lebesgue de Cn. Ainsi, on a
i∂∂ log
(
‖J(ϕ)‖2ωe
fε◦ϕ
)
+ 2εϕ∗ω ≥ ϕ∗Θε
car la diffe´rence est donne´e par la courant d’inte´gration sur le lieu des ze´ros du
jacobien.
Maintenant, en tout point z ∈ Cn\ϕ−1(Yε), on a l’ine´galite´
ϕ∗Θε ∧ (i∂∂‖z‖
2)n−1 ≥ C
1/n
2 ε
1− ν
n ‖J(ϕ)‖
2
n · (i∂∂‖z‖2)n
Pour ve´rifier cette affirmation, soient λ
(j)
ε (z) les valeurs propres de ϕ∗Θε par rap-
port a` la me´trique euclidienne au point z ∈ C. La relation (4) montre que∏
λ(j)ε (z) ≥ C2ε
n−ν ||J(ϕ, z)||2ω
et par l’ine´galite´ de la moyenne on de´duit un minorant pour la somme des valeurs
propres, qui est pre´cisement l’ine´galite´ ci-dessus. De plus, on remarque que cette
relation reste vraie sur Cn tout entier, au sens des distributions. En conclusion on
obtient
(8)
(
i∂∂ log ‖J(ϕ)‖2ωe
fε◦ϕ + 2εϕ∗ω
)
∧ (i∂∂‖z‖2)n−1 ≥ ε1−
ν
n ‖J(ϕ)‖
2
n
ω dλ
10
2.8 Pour la suite, on voudrait utiliser l’ine´galite´ (8) afin d’appliquer les arguments
de courbure ne´gative (cf. Ahlfors, Kodaira, Griffiths) mais malheureusement, on
ne peut pas le faire directement, a` cause du terme ϕ∗ω∧ (i∂∂‖z‖2)n−1 (la trace de
la me´trique image inverse par rapport a` la me´trique euclidienne). Afin d’inclure ce
terme dans la derive´e logarithmique ci-dessus, on re´sout le proble`me de Dirichlet
suivant. {
∆Ψr = (ϕ
∗ω) ∧ (i∂∂‖z‖2)n−1/dλ dans ‖z‖ ≤ r
Ψr = 0 sur ‖z‖ = r.
La solution Ψr est de´termine´e de manie`re unique par la formule de Green; on laisse
au soin du lecteur de ve´rifier que la valeur au bord qu’on a conside´re´e est optimale
pour ce qui va suivre.
A l’aide de la fonction Ψr l’ine´galite´ (8) s’e´crit
(9) ∆
(
log ‖J(ϕ)‖
2
n
ω e
εΨr+fε◦ϕ
n
)
≥
C
1/n
2
n
ε1−
ν
n ‖J(ϕ)‖
2
n
ω
Graˆce a` l’ine´galite´ (6), la dernie`re relation implique
(10) ∆
(
log ‖J(ϕ)‖
2
n
ω e
εΨr+fε◦ϕ
n
)
≥ C4ε
1− ν
n ‖J(ϕ)‖
2
n
ω e
fε◦pi
n
(l’expression de la constante C4 se de´duit facilement de C2 et C3).
Par ailleurs, la fonction Ψr solution du proble`me de Dirichlet est sous-harmo-
nique, donc par le principe du maximum, max
‖z‖≤r
Ψr(z) = 0, et finalement on peut
e´crire
(11) ∆
(
log ‖J(ϕ)‖
2
n
ω e
εΨr+fε◦ϕ
n
)
≥ Cε1−
ν
n ‖J(ϕ)‖
2
n
ω e
εΨr+fε◦ϕ
n
Les arguments de courbure ne´gative suivants sont classiques (voir par exemple [5],
[6]). Sur ‖z‖ ≤ r, conside´rons la fonction τε de´finie par :
z →
(
1−
‖z‖2
r2
)2
‖J(ϕ, z)‖
2
n
ω e
εΨr(z)+fε◦ϕ(z)
n := τε(z)
C’est une fonction positive, et sur la sphe`re (‖z‖ = r) elle vaut ze´ro; par conse´-
quent, son point de maximum est atteint en un zmax de ‖z‖ < r. Alors on a
∆ log τε(zmax) ≤ 0,
Par ailleurs, un calcul sans difficulte´ montre que:
(12) i∂∂ log
(
1−
‖z‖2
r2
)
∧
(
i∂∂‖z‖2
)n−1
≥ −
dλ
r2(1− ‖z‖
2
r2 )
2
11
Donc au point de maximum z = zmax on aura:
C4ε
1− ν
n ‖J(ϕ, z)‖
2
n
ω e
εΨr(z)+fε◦ϕ(z)
n ≤
1
r2(1− ‖z‖
2
r2 )
2
,
comme conse´quence de (11) et (12). Alors on obtient:
C4ε
1− ν
n ‖J(ϕ, z)‖
2
n
ω e
εΨr(z)+fε◦ϕ(z)
n · (1−
‖z‖2
r2
)2 ≤
1
r2
au point zmax, et donc τε(z) ≤
1
C4ε
1− ν
n r2
pour z ∈ B(r). En particulier, si z = 0,
l’ine´galite´ pre´ce´dente devient:
‖J(ϕ, 0)‖
2
n
ω ε
1− ν
n e
εΨr(0)+fε◦ϕ(0)
n ≤
1
r2
.
Afin de de´terminer la quantite´ Ψr(0), on applique la formule de Green∫
‖z‖=r
Ψr(ξ)dσ −Ψr(0) =
∫ r
0
dt
t2n−1
∫
B(t)
∆Ψrdλ
et comme Ψr est la solution du proble`me de Dirichlet, on voit que Ψr(0) =
−T (ϕ, r), l’indicatrice de croissance de la fonction ϕ. En conclusion, on a
‖J(ϕ, 0)‖
2
n
ω ≤
C5
r2
·
1
ε1−
ν
n
· eεT (ϕ,r),
compte-tenu de l’ine´galite´ (7’).
On peut remarquer que dans l’expression pre´ce´dente, la constante C5 de´pend
uniquement des quantite´s suivantes: ge´ome´trie de (X,ω), et rayon de la boule
euclidienne contenue dans l’image ϕ(∆1).
Maintenant on observe que les parame`tres ε et r sont inde´pendants. Par
conse´quent, on peut prendre ε := T−1(ϕ, r) et on obtient
‖J(ϕ, 0)‖
2
n
ω ≤
C
r2
· (T (ϕ, r))1−
ν
n
La preuve du the´ore`me 1 est ainsi comple`te.
Remarque. Comme conse´quence de la me´thode de de´monstration pre´ce´dente, on
obtient l’enonce´ suivant:
The´ore`me 2′ Soit (Xn, ω) une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte de dimension n, dont
le fibre´ canonique KX est est pseudo-effectif, avec ν := ν(KX).
Si ϕ : Bn(r) → X est de´finie sur une boule de rayon r > 1 de Cn, et si
ϕ(B(1)) ⊃ Bω(x0, δ0) pour un certain x0 ∈ X , alors
T (ϕ, r′)1−ν/n ≥ C(X,ω, δ0) · (r
′)2 · ‖J(ϕ, 0)‖
2
n
ω ∀ r
′ ≤ r.
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Pour faire le lien avec la premie`re partie de cet article, il serait inte´ressant d’ana-
lyser les conse´quences de la positivite´ nume´rique de KX sur la croissance du degre´
moyen de l’application ϕ (i.e., d’obtenir l’analogue du the´ore`me 2 pour le degre´
moyen a` la place de la fonction caracte´ristique de ϕ).
3. Applications quasi-conformes.
Nous rappelons qu’e´tant donne´ un point x0 ∈ X , on peut conside´rer la quantite´ :
r(x0) = sup
{
r > 0 / ∃ f : Bn(r)→ X tel que
{
f(0) = x0
‖J(f, 0)‖ω = 1
}
Alors le the´ore`me de Kobayashi-Ochiai peut eˆtre reformule´ comme suit.
The´ore`me (KO) Soit X une varie´te´ projective, dont le fibre´ canonique est big.
Alors r(x0) <∞, ∀x0 ∈ X.
Comme cela nous a e´te´ suge´re´ par Y-T Siu, on peut conside´rer une quantite´
analogue ou` seules les applications quasi-conformes seront implique´es. On de´finit
rq,C(x0) = sup
r > 0/∃ f : Bn(r)→ X tel que

f(0) = x0
‖J(f, 0)‖ω = 1
‖df(z)‖ω < C · ‖J(f, z)‖
1
n
ω

Dans ce contexte, la me´thode de de´monstration du the´ore`me 2 donne le re´sultat
suivant.
Corollaire 3.1 Soit (X,ω) une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte avec KX nef. Si
rq,C(x0) = +∞ pour un certain x0 ∈ X, alors ν(KX) = 0.
Preuve. L’hypothe`se implique l’existence d’une famille de boules ϕr : ∆r → X
telle que 
(1)ϕr(0) = x0
(2)‖J(ϕr, 0)‖ = 1
(3)‖dϕr(z)‖ < C · ‖J(ϕr, z)‖
1
n
ou` la dernie`re condition est ve´rifie´e en tout point z du polydisque ∆r.
Le fibre´ canonique de X e´tant nef, le the´ore`me de Yau (voir la preuve du
the´ore`me 2) montre l’existence d’une suite de me´triques hε := he
−fε , telles que
fε ∈ C
∞(X), et telles que
(13) (Θh(KX) + i∂∂fε + εω)
n = Cεω
n
ou` la constante de normalisation Cε est de l’ordre de O(ε
n−ν), et ou` ν = ν(KX)
de´signe la dimension nume´rique du fibre´ canonique de X .
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Pour chaque r > 0, l’ine´galite´ de la moyenne combine´e avec (13) implique
(14) (i∂∂ log ||J(ϕr)||
2efε◦ϕr + εϕ∗rω) ∧ (i∂∂||z||
2)n−1 ≥ ε1−ν/n||J(ϕr)||
2/ndλ
Supposons a` pre´sent que ν(KX) ≥ 1; on aura alors clairement ε
1−ν/n ≫ ε, lorsque
ε 7→ 0. L’ine´galite´ (14) et l’hypothe`se sur ϕr donnent:
(15) ∆ log ||J(ϕr)||
2/nefε◦ϕr/n ≥ ε1−ν/n||J(ϕr)||
2/nefε◦ϕr/n.
(car le terme (ϕ∗rω)∧ (i∂∂||z||
2)n−1 est domine´ –a` une constante universelle pre`s–
par ‖J(ϕr)‖
2
n dλ, graˆce a` la relation de quasi-conformalite´ (3)).
Fixons par la suite une valeur de ε≪ 1 telle que (15) soit satisfaite. Le reste de la
preuve suit les arguments de courbure ne´gative deja` expose´s en 2.9, et on obtient
ainsi
(16) ||J(ϕr, 0)||
2/n
ω e
fε◦ϕr(0)/n ≤ C/r2.
Maintenant les conditions (1) et (2) montrent que la relation (16) est e´quivalente
a` l’ine´galite´: efε(x0) ≤ C/r2, et on obtient une contradiction lorsque r 7→ ∞. La
preuve du corollaire est acheve´e.
Dans le cours de ce dernier paragraphe, nous allons e´tendre le re´sultat pre´-
ce´dent au cas ou` ϕ est seulement suppose´e quasi-conforme en moyenne.
Soit ϕ : Cn → X une application holomorphe non-de´ge´ne´re´e. On suppose
l’existence d’une constante δ > 0, telle que
(17)
∫ r
0
dt
t2n−1
∫
B(t)
||J(ϕ)||2/nω dλ ≥ CTω(ϕ, r)
pour tout r ≫ 0. Par exemple, si l’application ϕ est quasi-conforme, la condition
(17) est automatiquement satisfaite; en ge´ne´ral, appelons une telle application
quasi-conforme en moyenne. Nous allons maintenant pre´senter une preuve de
l’enonce´ suivant.
The´ore`me 3.2. Soit X une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte de dimension n, et
ϕ : Cn → X une application holomorphe quasi-conforme en moyenne. Si le fibre´
canonique de X est nef, alors ν(KX) = 0.
Preuve. Dans ce qui va suivre, on utilise de fac¸on essentielle des arguments de la
the´orie de Nevanlinna, et e´galement les me´triques sur le fibre´ canonique qu’on a
construites au cours de la preuve du the´ore`me 2. Le point de de´part est l’ine´galite´:
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(18) i∂∂ log ||J(ϕ)||2efε◦ϕ + εϕ∗ω) ∧ (i∂∂||z||2)n−1 ≥ ε1−ν/n||J(ϕ)||2/ndλ
en tout point de Cn. On inte`gre cette relation a` la manie`re de Nevanlinna; ainsi,
pour tout r > 0 on aura:∫ r
0
dt
t2n−1
∫
B(t)
∆ log ||J(ϕ)||2ωe
fε◦ϕdλ
≥ ε1−ν/n
∫ r
0
dt
t2n−1
∫
B(t)
||J(ϕ)||2/nω dλ− εTω(ϕ, r).
Si ν(KX) > 0, alors quitte a` prendre ε ≪ 1, (qui sera fixe´ par la suite), notre
hypothe`se de quasi-conformalite´ en moyenne et la relation ci-dessus entrainent:
(19)
∫ r
0
dt
t2n−1
∫
B(t)
∆ log ||J(ϕ)||2ωe
fε◦ϕdλ ≥ Cε
∫ r
0
dt
t2n−1
∫
B(t)
||J(ϕ)||2/nω dλ
Maintenant, on rappelle la formule de Jensen suivante:∫ r
0
dt
t2n−1
∫
B(t)
∆ρdλ =
∫
|z|=r
ρdσ − ρ(0)
valable pour toute fonction ρ assez re´gulie`re pour que les quantite´s ci-dessus aient
un sens.
Graˆce a` cette identite´, le terme se trouvant de gauche de l’ine´galite´ (19) est e´gal
a`
∫
|z|=r
log ||J(ϕ)||2dσ +O(1). La concavite´ de la fonction logarithme et les con-
side´rations pre´ce´dentes impliquent l’ine´galite´ suivante:
(20) log
∫
|z|=r
||J(ϕ)||2/nω dσ +O(1) ≥ C
∫ r
0
dt
t2n−1
∫
B(t)
||J(ϕ)||2/nω dλ
La preuve sera acheve´e si l’on montre que l’ine´galite´ (20) est impossible a` satisfaire,
pour des valeurs de r assez grandes.
Pour chaque r > 0, soit J (r) :=
∫ r
0
dt
t2n−1
∫
B(t)
||J(ϕ)||2/nω dλ. La fonction
ainsi de´finie est croissante, et en de´rivant succesivement on obtient:
r2n−1
∫
|z|=r
||J(ϕ)||2/ndσ =
(
r2n−1J ′
)′
pour toute valeur de r. On fait appel maintenant au lemme suivant (du type E.
Borel), classique dans la the´orie de Nevanlinna (voir [7]).
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Lemme. Soit F : [0,∞) → R+ croissante, de´rivable. Alors pour tout δ > 0, il
existe un ensemble Eδ ⊂ R+ tel que
∫
Eδ
d log t <∞ et tel que l’on ait: l’ine´galite´
rF ′(r) ≤ F 1+δ(r), si r ∈ R+ \ Eδ.
Dans notre situation, on applique d’abord l’enonce´ pre´ce´dent a` la fonction F (r) =
r2n−1J ′(r), avec δ = 1/2n− 1. Le lemme pre´ce´dent montre que
r
(
r2n−1J ′(r)
)′
≤
(
r2n−1J ′(r)
)1+1/2n−1
= r2n
(
J ′(r)
)1+1/2n−1
.
Une nouvelle application du lemme, cette fois a` la fonction F (r) = J (r), montre
que J ′(r) ≤ J 2, en dehors d’un ensemble de mesure logarithmique finie. En
conclusion, on aura
(21)
(
r2n−1J ′(r)
)′
≤ r2n−1J 4(r)
pour tout r ∈ R+ \ E. On re´-ecrit maintenant l’ine´galite´ (15) comme suit:
4 log
∫ r
0
dt
t2n−1
∫
B(t)
||J(ϕ)||2/nω dλ+O(1) ≤ C
∫ r
0
dt
t2n−1
∫
B(t)
||J(ϕ)||2/nω dλ
si r ∈ R+ \ E. On choisit maintenant une suite (rk) ⊂ R+ \ E telle que rk 7→ ∞.
La dernie`re relation donne alors une contradiction.
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